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Àííîòàöèÿ
Äîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîíóñíîé êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëó-
ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðîñòûì èäåàëîì. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èäåàëû êâà-
çèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ïðîñòûìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà, ñëàáî n-ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî,
ñëàáî ïðîñòîé èäåàë, ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
Ââåäåíèå
Ïîíÿòèÿ ñëàáî ïðîñòîãî è ñëàáî ïîëóïðîñòîãî èäåàëîâ ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
ïîëóãðóïïîâûìè àíàëîãàìè óíäàìåíòàëüíûõ äëÿ òåîðèè êîëåö ïîíÿòèé ïåðâè÷-
íîãî è ïîëóïåðâè÷íîãî èäåàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Ïðè ýòîì íåêîòîðûå âàæíûå
ñâîéñòâà ïåðâè÷íûõ è ïîëóïåðâè÷íûõ èäåàëîâ êîëåö ÿâëÿþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è
äëÿ ïîëóãðóïï. Â êîììóòàòèâíûõ êîëüöàõ ïîíÿòèå ïåðâè÷íîãî èäåàëà ñîâïàäà-
åò ñ ïîíÿòèåì ïðîñòîãî èäåàëà: èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà àêòîðêîëüöî ïî íåìó ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Èçâåñòíî, ÷òî â êîì-
ìóòàòèâíûõ êîëüöàõ ñ åäèíèöåé êàæäûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
èäåàëîì, îäíàêî ñóùåñòâóþò òàêèå êîëüöà, â êîòîðûõ íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå
ïðîñòûå èäåàëû íå ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè [2℄. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ êîììó-
òàòèâíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï ñ åäèíèöåé áûë ïîëó÷åí â [3℄, à äëÿ êîììóòà-
òèâíûõ êâàçèóïîðÿäî÷åííûõ ìîíîèäîâ  â [4℄.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå êîíóñíîé êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëó-
ãðóïïû è äîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ïîëóãðóïïàõ êàæäûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáî ïðîñòûì èäåàëîì. Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå
íåâåðíî. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
âñå èäåàëû êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ïðîñòûìè.
1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Ïóñòü X  ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è ρ ⊆ X × X . Àëãåáðàè÷åñêóþ
ñèñòåìó (X, ρ) íàçûâàþò ðåëÿöèîííîé ñèñòåìîé. Åñëè H ⊆ X , òî ÷åðåç (H ] áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ x ∈ X , ÷òî xρh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H .
Î÷åâèäíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 1. Ïóñòü (X, ρ)  ðåëÿöèîííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà:
(i) A ⊆ (A] äëÿ âñåõ A ⊆ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ρ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåëåêñèâíûì;
(ii) èç óñëîâèÿ A ⊆ B ñëåäóåò (A] ⊆ (B] ïðè ëþáûõ A, B ⊆ X ;
(iii) åñëè A ⊆ X , ρ  ðåëåêñèâíîå îòíîøåíèå è äëÿ âñåõ x ∈ X , a ∈ A èç
óñëîâèÿ xρa ñëåäóåò x ∈ A , òî A = (A] ;
(iv) åñëè îòíîøåíèå ρ ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîðÿäêîì, òî (A] = ((A]] äëÿ ëþáîãî
A ⊆ X .
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Ïîëóãðóïïà S íàçûâàåòñÿ êâàçèóïîðÿäî÷åííîé, åñëè íà íåé îïðåäåëåí íåêîòî-
ðûé äâóñòîðîííå ñòàáèëüíûé êâàçèïîðÿäîê.
Ïóñòü (S,E)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I èç S
íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì S , åñëè SI ⊆ I (IS ⊆ I) è èç óñëîâèé a ∈ I,
b ∈ S è bEa ñëåäóåò, ÷òî b ∈ I . Åñëè I ÿâëÿåòñÿ êàê ëåâûì, òàê è ïðàâûì èäåàëîì
êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû S , òî åãî íàçûâàþò (äâóñòîðîííèì) èäåàëîì S .
Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà.
Ëåììà 2. Ïóñòü (S,E)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà:
(i) äëÿ âñåõ A, B ⊆ S èìååì (A](B] ⊆ (AB] ;
(ii) (SaS] åñòü èäåàë ïîëóãðóïïû (S,E) äëÿ ëþáîãî a ∈ S ;
(iii) åñëè A, B ⊆ S  èäåàëû, òî (AB] , A ∩B  èäåàëû ïîëóãðóïïû (S,E) .
Ïîäìíîæåñòâî I ïîëóãðóïïû (èëè êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû) S íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè äëÿ âñåõ a, b ∈ S èç óñëîâèÿ ab ∈ I ñëåäóåò, ÷òî a ∈ I èëè
b ∈ I .
Ïîäìíîæåñòâî I ïîëóãðóïïû (èëè êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû) S íàçû-
âàåòñÿ ñëàáî ïðîñòûì, åñëè äëÿ âñåõ èäåàëîâ A,B ⊆ S èç óñëîâèÿ AB ⊆ I ñëåäóåò,
÷òî A ⊆ I èëè B ⊆ I .
Êâàçèóïîðÿäî÷åííóþ ïîëóãðóïïó (S,E) íàçîâåì êîíóñíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
a ∈ S íàéäóòñÿ òàêèå x, y ∈ S , ÷òî aE xy , òî åñòü åñëè S = (S2] .
Êîíóñíîé ïîëóãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëþáîé êâàçèóïîðÿäî÷åííûé ìîíî-
èä, à òàêæå âñÿêàÿ êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà èäåìïîòåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî â óïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïïàõ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòûõ è
ñëàáî ïðîñòûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè, èçó÷àëèñü, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ [57℄.
Íàìè â òåðìèíàõ êîíóñíûõ ïîëóãðóïï íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [7, 8℄ äëÿ óïî-
ðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà êâàçèóïîðÿäî÷åííûå ïîëóãðóïïû.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (S,E)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà:
(i) åñëè S  êîíóñíàÿ ïîëóãðóïïà, òî S = (Sn] äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 ;
(ii) åñëè â S âûïîëíÿåòñÿ S = (Sn] äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 , òî
S  êîíóñíàÿ ïîëóãðóïïà.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü (S,E)  êîíóñíàÿ ïîëóãðóïïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
S = (Sk] , ãäå k ≥ 3 . Òîãäà, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (i) Ëåììû 2, ïîëó÷àåì
(Sk+1] = (SkS] ⊇ (Sk](S] = S2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ((Sk+1]] = (S2] . Èç óñëîâèÿ (iv) Ëåììû 1 è òîãî, ÷òî S  êî-
íóñíàÿ, èìååì (Sk+1] = S. Òàêèì îáðàçîì, (Sn] = S ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì
n ≥ 2 .
(ii) Ïóñòü òåïåðü S  òàêàÿ ïîëóãðóïïà, ÷òî (Sn] = S , n ≥ 3 . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî S 6= (S2] . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x ∈ S , ÷òî x /∈ (S2] , òî åñòü ïðè
ëþáûõ a, b ∈ S èìååì x 5 ab . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x E a1a2 . . . an = (a1 · · · an−1)an
äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ S, 1 ≤ i ≤ n , îòêóäà x ∈ (S
2] . Èòàê, ïîëóãðóïïà (S,E) 
êîíóñíàÿ.
2. Ñëàáî ïðîñòûå èäåàëû
Â ýòîì ïàðàãðàå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ n-ïðîñòîãî è ñëàáî n-ïðîñòîãî ïîäìíî-
æåñòâ, èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñëàáî n-ïðîñòûõ èäåàëîâ â êâàçèóïîðÿäî÷åííûõ ïîëó-
ãðóïïàõ.
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Ïóñòü In = {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2 . Ïîäìíîæåñòâî T ïîëóãðóïïû (èëè êâàçèóïî-
ðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû) S íàçîâåì n-ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ
A1, A2, . . . , An ⊆ S èç âêëþ÷åíèÿ A1A2 . . . An ⊆ T ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ i ∈ In ,
äëÿ êîòîðîãî Ai ⊆ T .
Ïîäìíîæåñòâî T ïîëóãðóïïû (èëè êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû) S íàçî-
âåì ñëàáî n-ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ A1, A2, . . . , An ⊆ S èç âêëþ÷åíèÿ
A1A2 . . . An ⊆ T ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ i ∈ In , äëÿ êîòîðîãî Ai ⊆ T .
Åñëè n = 2 , òî 2 -ïðîñòîå (ñëàáî 2 -ïðîñòîå) ïîäìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðî-
ñòûì (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî ïðîñòûì) ïîäìíîæåñòâîì. Ïðîñòîé èäåàë ïîëóãðóïïû
íàçûâàþò òàêæå âïîëíå ïåðâè÷íûì èëè âïîëíå èçîëèðîâàííûì [9℄.
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü (S,E)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà:
(i) åñëè I  (ñëàáî) ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî, òî I åñòü (ñëàáî) n-ïðîñòîå
ïîäìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 ;
(ii) åñëè I  (ñëàáî) n-ïðîñòîé ïðàâûé, ëåâûé èëè äâóñòîðîííèé èäåàë (S,E)
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 , òî I åñòü (ñëàáî) ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü I  (ñëàáî) ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëóãðóïïû S
è (èäåàëû) A1, A2 , . . . , An ⊆ S , n ≥ 2 , òàêèå, ÷òî A1A2 . . . An ⊆ I . Òîãäà ëèáî
A1 ⊆ I , ëèáî A2 . . . An ⊆ I . Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ëèáî A2 ⊆ I , ëèáî
A3 . . . An ⊆ I è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ i ∈ In , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
Ai ⊆ I .
(ii) Òåïåðü ïóñòü I  (ñëàáî) n-ïðîñòîé ïðàâûé èäåàë èç S , n ≥ 3 , è (èäåàëû)
A,B ⊆ S òàêèå, ÷òî AB ⊆ I . Äîìíîæàÿ ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå ñïðàâà íà Bn−2 ,
ïîëó÷àåì:
AB · Bn−2 ⊆ I · Bn−2 ⊆ IS ⊆ I.
Ïîñêîëüêó I åñòü (ñëàáî) n-ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî è ABn−1 ⊆ I , òî ïî êðàéíåé
ìåðå îäèí èç n ñîìíîæèòåëåé ïðîèçâåäåíèÿ ABn−1 ñîäåðæèòñÿ â I , òî åñòü A ⊆ I
ëèáî B ⊆ I .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå äëÿ ëåâûõ è äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü I  ïðàâûé, ëåâûé èëè äâóñòîðîííèé èäåàë êâàçèóïî-
ðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû (S,E) . Òîãäà I ÿâëÿåòñÿ (ñëàáî) n-ïðîñòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè I  (ñëàáî) ïðîñòîå ïîäìíîæåñòâî.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâ êâàçèóïîðÿäî÷åííûõ ïîëóãðóïï, íå ÿâëÿþùèõñÿ
èäåàëàìè, Ñëåäñòâèå 1 â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Z  ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà âñåõ öåëûõ ÷èñåë,
F = Z × Z è T = Z × {1} . Ïîíÿòíî, ÷òî T åñòü ïîäïîëóãðóïïà F , íå ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ åå èäåàëîì. Âîçüìåì m = 2k + 1 , ãäå k  íàòóðàëüíîå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ
A1, A2, . . . , Am ⊆ F èç óñëîâèÿ A1A2 . . . Am ⊆ T ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû
îäíî i ∈ Im , äëÿ êîòîðîãî Ai ⊆ T . Çíà÷èò, T ÿâëÿåòñÿ (2k + 1)-ïðîñòûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k .
Ïîëîæèì òåïåðü m = 2k , ãäå k  íàòóðàëüíîå, è Bi = Xi × {−1} , ãäå Xi ⊆ Z ,
i ∈ Im  íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà B1B2 . . . Bm ⊆ T , ïðè ýòîì Bi * T ïðè
ëþáîì i ∈ Im . Òàêèì îáðàçîì, T íå ÿâëÿåòñÿ 2k -ïðîñòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðè
ëþáîì íàòóðàëüíîì k , áóäó÷è ïðè ýòîì (2k + 1)-ïðîñòûì ïîäìíîæåñòâîì.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûé èäåàë I ïîëóãðóïïû (èëè êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïî-
ëóãðóïïû) S íàçûâàåòñÿìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò èäåàëà J èç S òàêîãî,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ I ⊂ J ⊂ S .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü (S,E)  êîíóñíàÿ êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Åñëè I
åñòü ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïîëóãðóïïû S , òî I ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðîñòûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïîëóãðóïïû S .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I  ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïîëóãðóïïû S è A, B 
òàêèå èäåàëû èç S , ÷òî AB ⊆ I . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíî èç âêëþ÷åíèé A ⊆ I ,
B ⊆ I íå âûïîëíÿåòñÿ, è ïóñòü S \ I = P .
Ïîíÿòíî, ÷òî A∪I åñòü èäåàë S . Ïîñêîëüêó I  ìàêñèìàëüíûé èäåàë è A 6⊂ I ,
A 6= I , òî A ∪ I = S . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P ∪ I = S , P
⋂
I = ∅ , ïîëó÷àåì P ⊆ A .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P ⊆ B . Îòñþäà, P 2 ⊆ AB , à òîãäà è P 2 ⊆ I .
Ïî óñëîâèþ (ii) Ëåììû 1 èìååì (P 2] ⊆ (I] , ãäå (I] = I ñîãëàñíî óñëîâèÿ (iii) òîé
æå ëåììû.
Òàê êàê ïîëóãðóïïà (S,E)  êîíóñíàÿ, òî
S = (S2] = ((P ∪ I)2] = (P 2 ∪ I] = (P 2] ∪ (I] = (P 2] ∪ I.
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî P = S \ I , ïîëó÷àåì P ⊆ (P 2] , ÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì
(P 2] ⊆ I äàåò âêëþ÷åíèå P ⊆ I . À ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî P ∩ I = ∅ . Òàêèì
îáðàçîì, A ⊆ I ëèáî B ⊆ I .
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ê äàí-
íîé òåîðåìå.




Sα ïîëóãðóïï Sα , α ∈ Y , îïðåäåëèì îòíîøåíèå 
ñëåäóþùèì îáðàçîì:




Sα,)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Êðîìå òîãî, åñëè Jα








Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîëóãðóïïó Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèóïîðÿäî÷åííîé îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè,
ïîëó÷àåì, ÷òî (Z×Z,) òàêæå êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà, ïðè÷åì êîíóñíàÿ.
Ïîíÿòíî, ÷òî Q = Z × {0} ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì ïîëóãðóïïû (Z × Z,) . Áîëåå
òîãî, Q ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðîñòûì èäåàëîì.
Â ñàìîì äåëå, åñëè (x1; y1), (x2; y2) ∈ Z × Z òàêèå, ÷òî (x1; y1)(x2; y2) ∈ Q , òî
(x1; y1)(x2; y2) = (x1x2; y1y2) , îòêóäà y1y2 = 0 , è òîãäà y1 = 0 èëè y2 = 0 . Òàêèì
îáðàçîì, (x1; y1) ∈ Q èëè (x2; y2) ∈ Q . Çíà÷èò, Q åñòü ïðîñòîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñëàáî ïðîñòîé èäåàë (Z × Z,) .
Ïóñòü k ∈ Z \ {1,−1, 0}  èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó kZ  ñîáñòâåííûé
èäåàë ïîëóãðóïïû Z , òî Z × kZ åñòü ñîáñòâåííûé èäåàë (Z ×Z,) . Òîãäà èìåþò
ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ:
Q ⊂ Z × kZ ⊂ Z × Z,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Q íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì (Z × Z,) .
Èòàê, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ê Òåîðåìå 1 â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.
Äàëåå ÷åðåç Id(S) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ èäåàëîâ êâàçèóïîðÿäî÷åí-
íîé ïîëóãðóïïû (S,E) .
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé èäåàë I êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû (S,E) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êâàçèóïîðÿäî÷åíííóþ ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ
êâàçèïîðÿäêà E íà èäåàë I .
Äëÿ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ âñå èäåàëû
êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ïðîñòûìè èäåàëàìè, äîêàæåì
ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà 3. Ïóñòü (S,E)  êâàçèóïîðÿäî÷åííàÿ ïîëóãðóïïà. Òîãäà âñå èäåàëû
èç Id(S) ÿâëÿþòñÿ êîíóñíûìè ïîëóãðóïïàìè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ âñåõ A,B ∈ Id(S) âûïîëíÿåòñÿ A
⋂
B = (AB] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïîëóãðóïïå (S,E) âñå èäåàëû  êîíóñíûå. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ A,B ∈ Id(S) èìååì
(AB] ⊆ (A] = A è (AB] ⊆ (B] = B,
îòêóäà (AB] ⊆ A ∩ B . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî óñëîâèþ (iii) Ëåììû 2 A ∩ B
åñòü èäåàë (S,E) , ïîýòîìó
A ∩B = ((A ∩B)2] = ((A ∩B)(A ∩B)] ⊆ (AB].
Îáðàòíî, äëÿ êàæäîãî A ∈ Id(S) ïîëó÷àåì A = A ∩A = (A2].
Áèíàðíîå îòíîøåíèå ρ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ âñåõ
a, b ∈ X óñëîâèå a 6= b âëå÷åò aρb èëè bρa .
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,≤) , â êîòîðîì ïîðÿäîê ≤ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îòíîøåíèåì, íàçûâàåòñÿ öåïüþ.
Òåîðåìà 2. Âñå èäåàëû êâàçèóïîðÿäî÷åííîé ïîëóãðóïïû (S,E) ÿâëÿþòñÿ
ñëàáî ïðîñòûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (Id(S),⊆)  öåïü, ýëåìåíòû êîòî-
ðîé ñóòü êîíóñíûå ïîëóãðóïïû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âñå èäåàëû ïîëóãðóïïû (S,E)  ñëàáî ïðîñòûå
è A, B ∈ Id(S) . Ïî óñëîâèþ (iii) Ëåììû 2 (AB]  èäåàë (S,E) . Ïîñêîëüêó AB ⊆
⊆ (AB] , òî
A ⊆ (AB] ⊆ (SB] ⊆ (B] = B èëè B ⊆ (AB] ⊆ (AS] ⊆ (A] = A.
Çíà÷èò, (Id(S),⊆)  öåïü.
Ñîãëàñíî óñëîâèÿ (i) Ëåììû 1 èìååì A2 ⊆ (A2] äëÿ âñåõ A ∈ Id(S) . Òàê êàê
(A2] ∈ Id(S) , òî A ⊆ (A2] . Ïóñòü x ∈ (A2] , òîãäà xEa1a2 äëÿ íåêîòîðûõ a1, a2 ∈ A .
Ïîñêîëüêó a1a2 ∈ AS ⊆ A , òî x ∈ A , ñëåäîâàòåëüíî, (A
2] ⊆ A è, êàê ñëåäñòâèå,
ïîëóãðóïïà A êîíóñíàÿ.
Ïóñòü òåïåðü (Id(S),⊆)  òàêàÿ öåïü, ÷òî A = (A2] äëÿ âñåõ A ∈ Id(S) . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç A,B, I  èäåàëû (S,E) òàêèå, ÷òî AB ⊆ I . Åñëè A ⊆ B , òî ñîãëàñíî
Ëåììå 3 èìååì
A = A∩ = (AB] ⊆ (I] = I.
Åñëè æå B ⊆ A , òî
B = A∩ = (AB] ⊆ (I] = I.
Òàêèì îáðàçîì, èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïðîñòûì.
Summary
Yu.V. Zhuhok, L.V. Kirtadze. On Weakly Prime Ideals of Quasi-Ordered Semigroups.
We prove that every maximal ideal of a one quasi-ordered semigroup is a weakly prime
ideal. We found neessary and suient onditions under whih all ideals of a quasi-ordered
semigroup are weakly prime.
Key words: quasi-ordered semigroup, weakly n-prime subset, weakly prime ideal,
maximal ideal.
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